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✇♦rst✲❝❛s❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❊✈❡♥ ✉♥❞❡r ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧✮
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❤❛s ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ♣♦✐♥ts ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s O(n) ❬✶✹❪✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐❣ O
♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ d✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❛ ✈❛r✐❛♥t ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❉❡❧❴❣r❛♣❤✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t
♦♥❧② ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱
❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ▲♦❝❛t✐♥❣ ♦r ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t
✐s ❞♦♥❡ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢② s♦♠❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✳
❚❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉✲
♥❛② ✈❡rt✐❝❡s ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡
r❡♣♦rt ♦♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ♣❡♥❛❧t② ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
✶❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❈❣❛❧ ✸✳✸✳✶ r❡❧❡❛s❡✱ ♣r♦❝❡ss❡s ✷✵✱✵✵✵✱✵✵✵ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✸✵ s❡❝♦♥❞s ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts
❛r❡ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✐♥ ✷✷✸ s❡❝♦♥❞s ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ✸❉ ✭■♥t❡❧ ♣r♦❝❡ss♦r






❛❧❣♦r✐t❤♠ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✻ t♦ ✽ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✉♣ t♦ ✻✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠✲
♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✾✱ ✸❪✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❡✛♦rts ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
✷ ◆❡✇❴❉❚ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❜❛s❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
◆❡✇❴❉❚ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉❡✲
❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
❈❣❛❧ ❬✻❪✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈●❆▲❴❉❚✱ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
✷✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s
❲❡ ❝❛❧❧ P = {p1, p2, . . . , pn} ⊂ R
d t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ s❡t n = |P |✳
❚❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❧✐✈❡ ✐♥ Rd❀ ✇❡ ❝❛❧❧ d t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆t ❛♥② t✐♠❡✱
t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s♣❛♥ ❛ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛✣♥❡
s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Rd ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ Span(P )❀ ✇❡ ❝❛❧❧ k t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥❀ ✐t
s❛t✐s✜❡s 0 ≤ k ≤ d ❛♥❞ ♠♦st ♦❢t❡♥ k = d✳
❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ P
✐♥t♦ k✲s✐♠♣❧✐❝❡s✱ ❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ k + 1 ♣♦✐♥ts ♦❢ P ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡♠♣t②✲❜❛❧❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❆ s✐♠♣❧❡① σ ❤❛s t❤❡ ❡♠♣t②✲❜❛❧❧ ♣r♦♣❡rt②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P ✇❤❡♥ ✐ts ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ Bσ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♣♦✐♥t ♦❢ P
✭❜✉t ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ σ ✐♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ∂Bσ✖✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♦♣❡♥
❜❛❧❧s✮✳ ❲❡ ✉s❡ D(P ) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P ✳ ❲❤❡♥ P
✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ♥♦ k + 2 ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦✲s♣❤❡r✐❝❛❧✱ D(P ) ✐s
✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✳
❲❤❡♥ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡t P ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦✐♥t q ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡① σ✿ ✇❡ s❛② t❤❛t s✐♠♣❧❡①
σ ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ ♣♦✐♥t q ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮ ✐❢ q ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧
♦❢ σ✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥❴s♣❤❡r❡
♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭✇❡ t②♣❡ ✐t ❛s ❛ ❈✰✰ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❛♠❡✮✳
❆ ♣✉r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ❛r❡
♠❛①✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ D(P ) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ st♦r❡❞ ❛s ❛ ♣✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ D(P ) t♦ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Span(P ) ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ❛t
✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② st♦r❡ ❛ ♣✉r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛t t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t❡s Sk✳
❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✿ ❛ss✉♠❡ t❤❛t P ❝♦♥s✐sts ✐♥ n ❝♦❧❧✐♥❡❛r ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡♥
D(P ) ✐s st♦r❡❞ ❛s ❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ S1 ✭❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝✐r❝❧❡✮ ✐♥t♦ n+1 s❡❣♠❡♥ts
♦❢ ✇❤✐❝❤ n − 1 ❛r❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ t✇♦ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t
✐♥✜♥✐t②✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡① ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛s ❡♥♦✉❣❤
✸
♠❡♠♦r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❢✉❧❧ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ♦❢ Span(P )
✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴❞ ❝❧❛ss ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s✳
✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ♦✈❡r✈✐❡✇
❚❤❡ ❈✰✰ ❉❡❧❛✉♥❛②❴tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥❴❞ ❝❧❛ss ❤❛s ❛♥ ✐♥s❡rt ♠❡t❤♦❞ t❤❛t
t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❡✐t❤❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✱ ♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ■❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t
❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣♦✐♥t✱ ✐ts ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② s♦rt❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛
s♣❛❝❡ ✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❛t ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
❆✳ ■♥s❡rt✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥s❡rt ♣♦✐♥t q ✐♥t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
D(P )✿
❆✳✶✳ ■❢ P ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ 0✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
D({q}) ✇✐t❤ t✇♦ 0✲s✐♠♣❧✐❝❡s❀ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t q ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡
♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❇♦t❤ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥s❡rt
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥❞s✳
❆✳✷✳ ■❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k = dim(Span(P )) ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ ✇❡ t❡st ✇❤❡t❤❡r k′ = dim(Span(P ∪{q}))
✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ k✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥ st❡♣ ❇ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ st♦♣ t❤❡ ✐♥s❡rt ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❆✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ k = k′ ✭❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧②✱ k = d✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦
❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐♥ D(P ) t❤❛t ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ ♣♦✐♥t q✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ st❡♣
❈ ❜❡❧♦✇✳
❇✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ t❤❛t q ❧✐❡s ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ ❛✣♥❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② P ✳ ❆❧❧ k✲s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ D(P ) ❛r❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ ❝♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ✐♥ D(P ∪{q}) ❛♥❞ k′ = k+1✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✏❡①tr✉❞❡✑ ❛❧❧ k✲s✐♠♣❧✐❝❡s
✐♥ D(P ) ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t q t♦ ❡❛❝❤✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ k✲s✐♠♣❧❡①
σ ♦❢ D(P )✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛ k′✲s✐♠♣❧❡① t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦
❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Sk
′
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ D(P ∪ {q})✱ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡
❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠♣❧✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✐♥s❡rt ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥❞s ❤❡r❡✳
❈✳ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❧♦❝❛t❡ ❛ s✐♠♣❧❡① ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✇✐t❤ q ✇❡ st❛rt ❢r♦♠
s♦♠❡ s✐♠♣❧❡① σ0 ❛♥❞ ✉s❡ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✇❛❧❦ ❬✶✸❪ t♦✇❛r❞s q ✉♥t✐❧ ❛
❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ s✐♠♣❧❡① ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣
❛ s♣❛❝❡ ✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✱ ✇❡ s❡t σ0 t♦ ❛ s✐♠♣❧❡① ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥♣✉t
♣♦✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛❧❦ t♦ q s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❤♦rt✳ ◆♦t❡✱
t❤❛t ✐❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✇❛❧❦ r❡❛❝❤❡s ❛ s✐♠♣❧❡① ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✏♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t②✑
❛s ❛ ✈❡rt❡①✱ t❤❡♥ t❤❛t s✐♠♣❧❡① ♠✉st ❜❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✇✐t❤ q ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ st♦♣
t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ s✐♠♣❧❡① ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✇❡
♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡✳
❉✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡
Cq ♦❢ ♣♦✐♥t q ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❡t P ✱ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ D(P )
t❤❛t ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ q✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✉♥✐♦♥ GCq ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t
③♦♥❡ ✐s s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ st❛r✲s❤❛♣❡❞ ❛r♦✉♥❞ q✳ ❙✐♠♣❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss
✹
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Cq ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢
Cq ❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❛♥❞ GCq ✐s r❡✲tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝❡s ✇✐t❤ ❜❛s❡ t❤❡
❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ GCq ❛♥❞ ❛♣❡① q✳ ■t ✐s ❛♥ ❡❛s② ❡①❡r❝✐s❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t
✇❡ ❞♦ ✐♥❞❡❡❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P ∪ {q}✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❞✉r✐♥❣ ❛ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ GCq✳ ❲❡ tr❛✈❡❧ ❢r♦♠ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦♥❡ ❜② r♦t❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ (k − 2)✲s✐♠♣❧❡① t❤❛t
t❤❡② s❤❛r❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✼❪✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡① ❛♥❞
❛ ♣♦✐♥t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t✇♦ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ r❡✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ GCq ✐s ❛❣♥♦st✐❝ t♦ t❤✐s ❞✐s✲
t✐♥❝t✐♦♥✿ ♥♦ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♥❡❡❞ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✇❤❡♥ GCq ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✳
✷✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ✐ss✉❡s
❈❧❛r❦s♦♥✬s ❍✉❧❧ ❛♥❞ ❈●❆▲❴❉❚ ❛r❡ ❜♦t❤ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈❧❛r❦s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉✲
♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t P ⊂ Rd✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t p = (p1, p2, . . . , pd) ✐♥ t❤❡ s❡t
✐s ❧✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t p′ = (p1, p2, . . . , pd, ||p||2) ∈ Rd+1✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦✇❡r ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ s❡t P ′ = {p′ | p ∈ P}✱
t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❬✷✷✱ ❈❤❛♣t❡r ✷❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ✏♦♥✐♦♥✲❧✐❦❡✑ ❧❛②❡r❡❞ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ s❡r✈❡s ❛s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡✱ ❡♥s✉r✐♥❣








♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ✏♦♥✐♦♥✑ ✐s
t❤❡ ❧✐❢t❡❞ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t r❡✲tr✐❛♥❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❝❡
❝r❡❛t❡❞✱ ♥♦ s✐♠♣❧❡① ✐s ❡✈❡r ❞❡str♦②❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s
❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✜①✲s❡ts ♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ P r❡♠❛✐♥
st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏♦♥✐♦♥✑ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ◆❡✇❴❉❚ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ❜✉t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ♥♦ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ st♦r❡❞ ❛s t✇♦ ❛rr❛②s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t r❡s♦rts t♦ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛❧❦ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✲
✐♥❣ s✐♠♣❧❡① ❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✭♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡
♦t❤❡r✮✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❜♦✉♥❞❡❞ s✐♠♣❧❡① ✐♥
t❤❡ ❛rr❛② ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s✿ ✇❤✐❧❡ t❤✐s s✐♠♣❧❡① ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ✐♥s❡rt✐♥❣ ♥❡✇
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐ts ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❧♦❝✉s ✇✐❧❧ t②♣✐❝❛❧❧② r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ✇❛❧❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t
t❤✐s ❧❡♥❣t❤ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡ ✐s
❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❬✶✻❪✳ ❚❤✉s✱ ❜② st♦r✐♥❣ ♦♥❧②
t❤❡ ❜❛r❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ◆❡✇❴❉❚ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t s♣❛❝❡✲✇✐s❡✱ s✐♥❝❡
♠✉❝❤ ❧❡ss s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡ st♦r❡❞✱ ❜✉t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
✺
t✐♦♥ st❡♣ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧✳ ❲❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❛t
♦♥❝❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❜② ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ s❡t
♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❜❡❝♦♠❡s ❤✐❣❤❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❣r♦✇s ♠♦st❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
✷✳✹ ❙♣❡❡❞✲✉♣✿ s♦rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts
❇♦t❤ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts t♦ s♣❡❡❞✲
✉♣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❉❡❧❛❣❡ ✉s❡s ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 2 ❛♥❞ 3✱ ✇❤✐❝❤ ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥
t❤❡ ❇✐❛s❡❞ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ■♥s❡rt✐♦♥ ❖r❞❡r✐♥❣ ✭❇❘■❖✮ ♦❢ ❆♠❡♥t❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❇❘■❖ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t♦ r❡t❛✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❛
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts s♦ ❛s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
✐ts ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✭❛♥❞ ❤♦♣❡❢✉❧❧②✱ ✐♥✲♠❡♠♦r②✮ ❧♦❝❛❧✐t②✱ t❤✉s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡
s♣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡♠♦r② ❝❛❝❤❡
❧❡✈❡❧s✳
❲❡ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst✱ t❤❡ s❡t P ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✐s ♣❛rt✐✲
t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ B = O(log |P |) s✉❜s❡ts Pi, i ∈ {1, . . . , B} ✇❤❡r❡ Pi+1 ❝♦♥s✐sts ✐♥
♣♦✐♥ts ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ P \ ∪ij=1Pj ✱ s♦
t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Pi ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ i✳ ❚❤❡ s✉❜s❡ts ❛r❡ t❤❡♥
♣r♦❝❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡✱ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣
❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡♠✱ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ ✐♥ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ P ❡♥s✉r❡s ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ✏s♣r✐♥✲
❦❧✐♥❣✑ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ P ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t
❡♥s✉r❡s ❧♦❝❛❧✐t②✳
❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❣❛❧ ❧✐❜r❛r② ❜②
❈❤r✐st♦♣❤❡ ❉❡❧❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❝❛s❡s ❬✶✶❪✳ ❍❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐r❡❝t r❡❝✉r✲
s✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r s♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ ❛ ❍✐❧❜❡rt ❝✉r✈❡✳ ■♥ ❤✐❣❤❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✿ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❡rr♦r✲♣r♦♥❡ t♦ ✇r✐t❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ❛①✐s ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❤❛s t♦ s♣❧✐t t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t✱ s♦ ❛s t♦ ❣❧♦❜❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇
♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡ ✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❬✶✽❪✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ ✇❡ t✉r♥
❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s♣❛❝❡ ✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✐♥t♦ ❛
r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r s♦rt✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✏❛❧♦♥❣✑ t❤❛t ❝✉r✈❡✳
✸ ❉❡❧❴❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥







❜❡❤❛✈✐♦r ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❦❡❡♣✲
✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ✐♥ ♠❡♠♦r②
✻
q✉✐❝❦❧② ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r♦✇s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✶✷t❤
r♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❉✇②❡r ❬✶✹❪ t❤❛t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ d✲s✐♠♣❧✐❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ♦♥❡ ✈❡rt❡① ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆s ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✷❑ ✻✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✷ ♠✐❧❧✐♦♥s s✐♠♣❧✐❝❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤
✉s❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ 14×4 ❜②t❡s✱ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✳✼ ❣✐❣❛❜②t❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡s✲
t✐♠❛t❡ t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✷ ❣✐❣❛❜②t❡s ♦❢ ♠❡♠♦r② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st♦r❡
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ✻❉ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝✐sts
▼❛❝✐❡❥❡✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ r❡♣♦rt t❤❛t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ r♦✉❣❤❧② ✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✻❉ t♦♦❦ t❤r❡❡ ❞❛②s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜✐❧❧✐♦♥
♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ♥❡❡❞❡❞ ✹✵ ❣✐❣❛❜②t❡s ♦❢ ❞✐s❦ st♦r❛❣❡ ❬✷✶❪✳ ✭❚❤❡② ✉s❡ t❤❡✐r ♦✇♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇✳✮
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❛✈❡ s♣❛❝❡ ❜②✖s♦♠❡✇❤❛t ❜r✉t❛❧❧②✖❣❡tt✐♥❣ r✐❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✲
♣❧✐❝❡s ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞
❡❞❣❡s✮ ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❋✉❧❧② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❡♠s ❤♦✇❡✈❡r ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❝❛rr② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞♦ ✐♥ ❢❛❝t ❜✉✐❧❞
s♦♠❡ ❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝❡s ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡ ✉♣♦♥
✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t q✳ ❇✉t ♦♥❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ q ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ q✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs ✉♣❞❛t❡❞✱ ✇❡ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s
❛♥❞ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❲❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt ❛♥❞ ❛
♠♦st✲r❡❝❡♥t❧②✲✉s❡❞ ❝❛❝❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❡♥s✉r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r✉♥♥✐♥❣
t✐♠❡s✳
❚❤❡ ❉❡❧❴❣r❛♣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ◆❡✇❴❉❚✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡rs ♠♦st
♥♦t❛❜❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡①✳ ❚r✐✈✐❛❧ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳
❇❡❢♦r❡ ❞❡❧✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♦✉r ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ❛s❦✐♥❣ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ ✇✐t❤ ✐t✳ ■♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡
❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❧♦♦s❡s t✐♠❡ ❜✉t✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡
❜❡❧♦✇✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤ ♦❢ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t s❡ts
✇✐t❤♦✉t r✉♥♥✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ♦♥ ❞✐s❦ ✇✐t❤ ❛
♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ♠❡♠♦r② ❢♦♦t♣r✐♥t✳ ❚❤❡♥✱ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✏r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✑ ♦♥✲❞❡♠❛♥❞✳ ❖♥❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞
❜② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶❪✿ ❛ ✹❉ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✸❉ s❧✐❝❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❛♥ ❛♥✐♠❛t❡❞
♦❜❥❡❝t✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ♦♥❧② ✈❡rt✐❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❛♥ ❡❞❣❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ time✲❛①✐s ♥❡❡❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❡②
s♣❛♥ ♥❡❡❞ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦r ♣❤❛s❡✲s♣❛❝❡
❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❉❚❋❊ ❬✷✸✱ ✷✶❪✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛t ❛ ✈❡rt❡① ✐s ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡①✬s st❛r ✭✐ts s❡t ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t
❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s✮✳ ■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡❡ t❤❛t ♦✉r ❉❡❧❴❣r❛♣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❜❡❧♦✇ ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✲
✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
s✐♠♣❧✐❝❡s ❜② ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
✼
✸✳✶ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝❛❝❤❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r
■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❡❧❴❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r②
s✐♠♣❧❡ ❢❛s❤✐♦♥✿ ❛♥ ❛rr❛② ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡♥tr② ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✈❡rt❡①✳ ❊❛❝❤ s✉❝❤
✈❡rt❡① v ❝♦♥t❛✐♥s
⋆ ✐ts s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱
⋆ t❤❡ s❡t Nv ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞
⋆ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ d ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ v ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧❡① ♦❢ D(P )
❛❞❥❛❝❡♥t t♦ v✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝❛❝❤❡ ✐s ❛ ❞♦✉❜❧② ❧✐♥❦❡❞ ❧✐st ♦❢ ❝❛❝❤❡❞ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛✉❣♠❡♥t❡❞
✇✐t❤ ❛ s❡❛r❝❤ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡✱ ✇❤♦s❡ ❦❡② ❢♦r ❛ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡① ✐s t❤❡ s♦rt❡❞
s❡t ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✳✻ ❆ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡① σ st♦r❡s
⋆ ✐ts ❦❡②✱
⋆ d + 1 r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥
t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♥✉❧❧ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥❞
⋆ s♦♠❡ ✢❛❣s ❢♦r ❣r❛♣❤ tr❛✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t st❛t✉s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉t
♣♦✐♥t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡❀ ♦r t♦ ❝❛❝❤❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✮
♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✳
❲❤❡♥ ❛ s✐♠♣❧❡① ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡✱ ✐t ✐s ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡
❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐st✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t❧② ❛❝❝❡ss❡❞ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡
❣r♦✉♣❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐st✳ ❆❢t❡r ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t q ✐♥ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡ ✐s ❝✉t ❞♦✇♥ t♦ ❛ ✉s❡r✲❝❤♦s❡♥ s✐③❡ ⑤❈❛❝❤❡⑤
❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② r❡♠♦✈✐♥❣ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧✐❝❡s ❛t t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✳ ❈♦✉♣❧❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❞✐❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡✳
■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✱ ✇❡ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s✳
Pr♦♣❡rt② ✸✳✶ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t q ✐♥t♦ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤ G(P )✱
❛❧❧ t❤❡ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝❛❝❤❡ ❛r❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ D(P )✳
Pr♦♣❡rt② ✸✳✷ ❆t ❛♥② t✐♠❡✱ ✐❢ ❛ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡① σ ❤❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ♦♥❡ ♦❢
✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r σ′ ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡✱ t❤❡♥ σ′ ❛❧s♦ ❤❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r σ✳
✻ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ s♦rt t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss✳
✽
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❉❡❧❴❣r❛♣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t❡s ♦♥❧② ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ ❛❝❝❡ss❡s ♦t❤❡r ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧✐❝❡s ✼ ♦♥❧②
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ t❤✉s ❝♦♥✲
s✐❞❡r σ t♦ ❜❡ ❛ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡①✳
◆❡✐❣❤❜♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② d✲s✐♠♣❧❡① σ = (a0, a1, . . . , ad)
❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞❡① i ∈ [0..d]✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✭σ✱i✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
❉❡❧❛✉♥❛② d✲s✐♠♣❧❡① t❤❛t s❤❛r❡s ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ σ ❜✉t t❤❡ ✈❡rt❡① ai✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt❡① a′i s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡① σ
′✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ai ❜② a
′
i ✐♥ σ✱ ✐s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✭σ✱i✮
♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✶✳ ■❢ t❤❡ i✲t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r r❡❢❡r❡♥❝❡ st♦r❡❞ ✐♥ σ ✐s ♥♦♥✲♥✉❧❧✱ ✇❡ s✐♠♣❧② r❡t✉r♥
t❤❡ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡① t❤❛t ✐t r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
✷✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s✐♥❝❡ a′i ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ σ \ {ai}✱ ✇❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡ t❤❡ s❡t A ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐♥ σ \ {ai}✳ ❙♣❡❝✐❢✲






\ {ai} ❛♥❞ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡ s❡t
♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ s❡t A ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ a′i ❜✉t ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥
♦t❤❡r ✈❡rt✐❝❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ a ∈ A ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ s✐♠✲
♣❧❡① σ′ = (a0, a1, . . . , ai−1, a, ai+1, . . . , ad) ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡✳ ■❢ t❤❡ s❡❛r❝❤
s✉❝❝❡❡❞s ❢♦r s♦♠❡ a✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉r❡❧② ❢♦✉♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
σ′ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ✭t❤❛♥❦s t♦ ♣r♦♣✲
❡rt② ✸✳✶✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ σ′ ❛♥❞ σ
❛♥❞ r❡t✉r♥ σ′✳
✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ σ′ ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡✱ ✇❡ ♠✉st r❡s♦rt t♦ s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐♥ A✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤②✲
♣❡r♣❧❛♥❡ H s♣❛♥♥❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❡s σ \{ai}✳ ❲❡ ✜rst ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❢r♦♠ A t❤❡
✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ♦❢ H t❤❛♥ ai✳ ❚❤❡♥ ✐❢ s❡✈❡r❛❧ ✈❡rt✐❝❡s
r❡♠❛✐♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❴s♣❤❡r❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✿ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
a′ ✐s ✏s♠❛❧❧❡r✑ t❤❛♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ a ✐❢ ✐t ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♣❤❡r❡ s♣❛♥♥❡❞
❜② ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ {a} ∪ σ \ {ai}✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡① σ
′ ✐s t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ ✏s♠❛❧❧❡st✑ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡❀ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ σ ❛♥❞ σ′ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ σ′ ✐s r❡t✉r♥❡❞✳
✸✳✷ ❚❤❡ ❉❡❧❴❣r❛♣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✐♥s❡rt ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t q ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①
❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✉s✐♥❣ ✇❛❧❦✐♥❣ str❛t❡✲
❣✐❡s ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✉♣❞❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s♦♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ✜t t❤❡
♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛❧❦ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥s❡rt❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✇❛❧❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✼ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝❝❡ss❡❞ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡①✳
✾
✈❡rt❡① ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝❧♦s❡r t♦ q✳ ❲❤❡♥ ✇❡ r❡❛❝❤ ❛ ✈❡rt❡① vq t❤❛t ❤❛s ♥♦
♥❡✐❣❤❜♦r ♥❡❛r❡r t♦ q✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧❡① st♦r❡❞ ✐♥ vq ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❦❡② ❛♥❞
s❡❛r❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡✱ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡①✱
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✇❛❧❦ ✐s st❛rt❡❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ◆❡✇❴❉❚ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡✳ ❖♥❝❡ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
s✐♠♣❧❡① σ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡ Cq
✐s st❛rt❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆s t❤❡
③♦♥❡ ✐s ❡①♣❧♦r❡❞✱ ✢❛❣s ❛r❡ ✉s❡❞ s♦ ❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ st❛t❡ ♦❢
❡❛❝❤ ✈✐s✐t❡❞ s✐♠♣❧❡① ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ♥❡✇ ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ✇❛② ❛r❡ r❡♠❡♠❜❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❡❞✲✉♣ ❢✉t✉r❡ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❈♦♥✢✐❝t✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ❛s ❞❡❛❞ ❛♥❞ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦
♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡✳
❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ t✇♦ t❛s❦s ❛r❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥✳ ❚❤❡ ✜rst t❛s❦ ✐s t♦
❜✉✐❧❞ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❡❞❣❡s✿ t❤❡ s❡t Ec ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ Cq ✭t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢
❛❧❧ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t Eb ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ♦❢ ❢❛❝❡ts ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ Cq ✭t❤❡s❡ ❢❛❝❡ts ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ s✐♠♣❧❡① ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
♦♥❡✮✳ ❊❞❣❡s ✐♥ Eb ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ G(P ∪ {q}) ✇❤✐❧❡ ❡❞❣❡s ✐♥
Ec \ Eb ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❛s❦ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♥❡✇ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ✇✐❧❧
tr✐❛♥❣✉❧❛t❡ Cq ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ t❤❡♠✖✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✖✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❛r❡ ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛t t❤❛t t✐♠❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s ✇❡ r❡❛❝❤ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡t ♦❢ Cq✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡①✱
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✐♥s❡rt ✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❛♥❞ ♠❛r❦ ✐t ❛♥❞ ✐ts
♥♦♥✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡① ❛s ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t
③♦♥❡ ✐ts❡❧❢✱ ❛s t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢✱ ✏♦♥ ❞❡♠❛♥❞✑✱ ❜② t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❆❢t❡r t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rt❡① q ✐s ❛❞❞❡❞ t♦
t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ■ts s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs N q ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡❛s✐❧②✱ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ Eb ✭♦r Ec✮✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ q ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ N
v ❢♦r ❛❧❧
v ∈ N q✱ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✐♥ Ec\Eb ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤✿ ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣
✈❡rt✐❝❡s v ❛♥❞ w ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ w ❢r♦♠ Nv ❛♥❞ v ❢r♦♠ Nw✳
❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡✳ ❚♦ t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✐t ❥✉st r❡♠❛✐♥s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡① σv t❤❛t ✐s st♦r❡❞
✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① v ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st♦r❡❞ ♠❛② ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ s✐♠♣❧❡①✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❛s ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡① ✐♥ Cq✱
✇❡ s✐♠♣❧② ❛ss✐❣♥ ✐t t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♥❡✇ s✐♠♣❧✐❝❡s s❤❛r❡ q ❛s
❛ ✈❡rt❡①✱ s♦ ✇❡ s✐♠♣❧② ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡♠ t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ❛s σq ✐♥t♦ q✬s ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡✳
❈❧❡❛♥✐♥❣✲✉♣ t❤❡ ❝❛❝❤❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦
❝❧❡❛♥✲✉♣ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡✳ ❋✐rst✱ ❛❧❧ ❞❡❛❞ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧✐❝❡s ✭✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥
❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ q✮ ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ✈✐s✐t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡ ❛♥❞
❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥
✶✵
t❤❡ ✉s❡r✲❣✐✈❡♥ ⑤❈❛❝❤❡⑤✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡ t❤❡ ♦❧❞❡st ♥♦♥✲❞❡❛❞ s✐♠♣❧❡① ✭✐t ❛♣♣❡❛rs
❛t t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝❛❝❤❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣r✐♦r t♦ ❞❡❧❡t✐♥❣ ❛ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡① σ✱
✇❡ ♠✉st r❡♠♦✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ σ ✐♥ ✐ts ❝❛❝❤❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs✿✽ t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
❜❡❝❛✉s❡ ♣r♦♣❡rt② ✸✳✷ ❤♦❧❞s✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣s ✷ ❛♥❞ ✸ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ✏❝❧❡❛♥✲✉♣✑ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♣r♦♣❡rt② ✸✳✷ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦
❤♦❧❞✳
Pr♦♣❡rt② ✸✳✶ ✐s ♥♦✇ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② ❢♦r t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥❡①t ✈❡rt❡①✳
✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐ss✉❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
◆❡✇❴❉❚ ❛♥❞ ❉❡❧❴❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡♠✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ✐♥ ♦✉r t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬✶✻❪✳
❈♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡ ❛♠❜✐❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✢❛✇ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❣❛❧ ✏❦❡r♥❡❧✑ ✭t❤❛t ♠❛♥❛❣❡s ❜❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s
♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✮ ✐s t❤❛t ✐ts ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ❢✉❧❧② ❞②♥❛♠✐❝✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✲
✜❡❞ ❛t r✉♥✲t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ✢❡①✐❜❧❡✱ ❜✉t ✐s t❡rr✐❜❧❡ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡ ❛s ❛ ❈✰✰ t❡♠♣❧❛t❡✲♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❛ ❤✉❣❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❊①❛❝t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ✢❛✇ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❈❣❛❧ ❦❡r♥❡❧ ✐s ✐ts ❧❛❝❦ ♦❢ ✜❧t❡r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢❛st ❛♥❞ ❡①❛❝t
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❣❛❧✬s ✷✲
✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❦❡r♥❡❧✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✱ ✶✺❪✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❞♦ ✇❡ t✉r♥ t♦ ❛♥ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r t②♣❡ t♦ r❡❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳
▲✐st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❉❡❧❴❣r❛♣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r✭σ✱i✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ d ❧✐sts
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r ✈❡rt✐❝❡s✳ ❲❡ st♦r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡r✲
t❡① ❛s ❛ s♦rt❡❞ ❧✐st✳ ❚❤❡ ♥❛✐✈❡ ✇❛② t♦ ✐♥t❡rs❡❝t d s✉❝❤ ❧✐sts ✐s t♦ ❝❛❧❧
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✭❧✶✱❧✷✮ d − 1 t✐♠❡s✳ ❲❡ ❣❡t ❢❛st❡r ❧✐st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜② ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❉❡♠❛✐♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ✇❤✐❝❤ tr❛✈❡rs❡s ❛❧❧
t❤❡ ❧✐sts ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ❡✣❝✐❡♥t ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❡❛r❝❤
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐st✳
✽ ◆♦t ❞♦✐♥❣ s♦ ♠❛② tr✐❝❦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❢❛❦❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧❡① ♣♦✐♥t❡❞
t♦ ❜② ❛♥ ✐♥✈❛❧✐❞ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
✶✶
✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
❲❡ ♥♦✇ r❡♣♦rt t❤❡ s❛❧✐❡♥t ❢❛❝ts ❛❜♦✉t ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ✷✳✻●❍③ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ ✻ ▼❇ ♦❢
❧❡✈❡❧ ✷ ❝❛❝❤❡ ❛♥❞ ✹ ●❇ ♦❢ ✻✻✼ ▼❍③ ❉❉❘✷ ❘❆▼ ✭▼❛❝ ❖❙ ❳ ✶✵✳✺✳✹✮✳ ❖✉r
t❡st ♣r♦❣r❛♠s ❤❛✈❡ ❜❡♥ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✉s✐♥❣ ●❈❈ ✹✳✸✳✷✳ ❆ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦✉r t✐♠❡
❛♥❞ s♣❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❋✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥
◆❡✇❴❉❚ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✻❪✳
✺✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ◆❡✇❴❉❚
❲❡ ❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❡st❡❞ ◆❡✇❴❉❚ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺ ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ✷✺✻❑ ✐♥♣✉t
♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✻ ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ✸✷❑ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡
t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✉s❡❞ ❜② ◆❡✇❴❉❚ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 1 t♦ 1024







103 104 105 106











103 104 105 106
Size in MB / Number of points
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚✐♠✐♥❣s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✉s❛❣❡ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ♦✉r ◆❡✇❴❉❚ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✭s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✳ ❚❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✷ t♦ ✻ ❛♥❞ ❛❧❧
❛①❡s ❛r❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✳
■♥ ♦✉r ✹❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ♦♥❡
✈❡rt❡① ✭t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡①✮ ✐s ✐♥ ❝❧♦s❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✲
st❛♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜② ❉✇②❡r ❢♦r ♣♦✐♥ts ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛
❜❛❧❧ ❬✶✹❪ ✭❤❡ ♦❜t❛✐♥s ≈ 158.9 ✇❤✐❧❡ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ 157 ❛♥❞ ❣r♦✇✐♥❣✮✳ ■♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✷ t♦ ✻✱ ✇❡ ❞♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐♠♣❧❡①✲✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❣r♦✇✐♥❣
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭s❡❡ ❧✐♥❡ ✶✷ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳
❚❤❡s❡ q✉✐❝❦❧② r❛✐s✐♥❣ ✈❛❧❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥ s❤❛r♣ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✈✐s✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥
♦✉r ✻✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✽ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛r❡
tr❛✈❡rs❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♣❧❡❛s❡ r❡✲
❢❡r t♦ ❬✶✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ✇❡ r❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✹✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡ ✐s ❢❛r ♠♦r❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ ❛ ✜rst ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ s✐♠♣❧❡①✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts
❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳
✶✷
✶ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
✷ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✶✵✷✹❑ ✶✵✷✹❑ ✶✵✷✹❑ ✷✺✻❑ ✸✷❑
✸ ❙✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡ ✶❑ ✶❑ ✶✵❑ ✸✵✵❑ ✶✵✵✵❑
✹ ❙✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡ ✹✳✶ ✷✶ ✶✸✹ ✾✹✵ ✻✶✹✺
✺ ❈❛❧❧s t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r ✶✷✳✷ ✽✹✳✻ ✻✼✶✳✷ ✺✻✸✶ ✹✸✵✷✶
✻ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✷ ✷✳✻ ✹ ✻✳✼ ✶✶✳✻
✼ ❋❛st ❝❛❝❤❡ ❤✐t ✭♥♦♥✲♥✉❧❧ ♣♦✐♥t❡r✮ ✺✻✳✻✪ ✺✼✳✺✪ ✺✹✳✻✪ ✺✺✳✺✪ ✺✹✳✸✪
✽ ❈❛❝❤❡ ❤✐t ✸✼✪ ✸✾✳✻✪ ✹✵✳✶✪ ✹✷✳✸✪ ✹✸✳✶✪
✾ ❈❛❝❤❡ ♠✐ss ✻✳✹✪ ✷✳✾✪ ✺✳✸✪ ✷✳✷✪ ✷✳✻✪
✶✵ ❚✐♠❡ r❛t✐♦ ✭❉❡❧❴❣r❛♣❤✴◆❡✇❴❉❚✮ ✻✳✶ ✺✳✼ ✻✳✵ ✻✳✺ ✽✳✶
✶✶ ❙♣❛❝❡ r❛t✐♦ ✭❉❡❧❴❣r❛♣❤✴◆❡✇❴❉❚✮ ✷✳✼ ✶✳✼ ✵✳✻ ✵✳✷ ✵✳✶
✶✷ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ♣❡r ✈❡rt❡① ✻ ✷✼✭×4.5✮ ✶✺✼✭×5.8✮ ✶✵✹✸✭×6.7✮ ✼✶✶✶✭×6.8✮
✶✸ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ♣❡r ✈❡rt❡① ✻ ✶✺✳✺✭×2.6✮ ✸✻✳✺✭×2.4✮ ✼✸✭×2✮ ✶✻✹✳✻✭×2.25✮
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r ❉❡❧❴❣r❛♣❤✳ ■♥ r♦✇s ✶✷ ❛♥❞ ✶✸✱ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s✐③❡❞
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛♥❞ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳
❙♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✈✐s✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❡✣❝✐❡♥t
✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉✱ s♦♠❡✇❤❛t ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ✹❉ ❛♥❞ ✺❉ ❛♥❞ t❤❛t ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s
✉♥❝❧❡❛r ✐♥ ✻❉✱ ❛s ✇❡ ❞✐❞♥✬t s❡❡ ♠✉❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❞✉❡ t♦ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣
✐♥ ✻❉✳ ❲❡ ❞♦ ❜❡❧✐❡✈❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐t♥❡ss❡❞
✐❢ ♦♥❡ s❤❛r♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ◆❡✇❴❉❚ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ r♦✉❣❤ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ♦✉r ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❛❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭t✐♠❡✲
✇✐s❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②✲✇✐s❡✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s ✈❡r② ✇❡❧❧ t♦ t❤❡ ❢❛st ♥♦♥✲❡①❛❝t ◗❤✉❧❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳✾ ❋♦r t❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❧❡♥❣t❤✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❬✶✻❪ ❛♥❞ ♣r♦✲
❝❡❡❞ ♥♦✇ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤✱
❉❡❧❴❣r❛♣❤✳
✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❉❡❧❴❣r❛♣❤
❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❉❡❧❴❣r❛♣❤ ♦♥ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥ ❛ ❝✉❜❡✳ ❲❡ s✉♠ ✉♣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳
❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ r✉♥ ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ❞✐s♣❧❛②s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✭❞r❛✇♥ ❛t r❛♥❞♦♠ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥ ❛ ❝✉❜❡✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡ t❤❛t ✇❡
❝❤♦s❡✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺ ❛♥❞ ✻✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ❝❛❝❤❡ s✐③❡
✾ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢❛st❡r t❤❛t ◗❤✉❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✭✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✮ ♣♦✐♥ts ❡①❝❡❡❞s ✶✵✵❑✳
✶✸
s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛♠♣❡r t❤❡ t✐♠✐♥❣s t♦♦ ♠✉❝❤✳
▲✐♥❡ ✹ s❤♦✇s✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❧✐♥❡ ✶✷✱ ❤♦✇ q✉✐❝❦❧② t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡ ❣r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
▲✐♥❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣r♦❝❡❞✉r❡
❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ③♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵ ✈✐s✐t❡❞ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ✻❉✳
▲✐♥❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐♠♣❧❡①✿ t❤✐s ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r✲❧✐sts ♦❢ d ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② (d − 1)✲s✐♠♣❧❡①✳
▲✐♥❡ ✼✱ ✽ ❛♥❞ ✾ s❤♦✇✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❧✐♥❡ ✺✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t✐♠❡s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ✇❛s r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡①✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ✇❛s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❜✉t ❤❛❞ t♦ ❜❡
s❡❛r❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
✇❛s ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❛♥❞ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥❴s♣❤❡r❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✏❢❛st ❝❛❝❤❡ ❤✐t✑ ✭❧✐♥❡ ✼✮
st❛②s ❛❜♦✈❡ ✺✵✪ ♣❡r❝❡♥t s✐♥❝❡ ❛ s✐♠♣❧❡①✲s✐♠♣❧❡① ❛❞❥❛❝❡♥❝② ✐s ♠♦st ♦❢t❡♥
✈✐s✐t❡❞ t✇✐❝❡ ✭✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈✐s✐t✱ ✇❡ ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t♦ ❣❡t ❛ ✏❢❛st ❝❛❝❤❡ ❤✐t✑✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❧✐♥❡ ✾✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✉❣❣❡st t❤❛t
♦✉r ❝❛❝❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✐♥❣✮ ✐s q✉✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳
▲✐♥❡ ✶✵ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② ❉❡❧❴❣r❛♣❤ t♦
t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② ◆❡✇❴❉❚ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❛r❡ q✉✐t❡ ♣❧❡❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ r❛t✐♦s✳ ❆♥❞ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❜❡❧✐❡✈❡
t❤❛t ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡♠ ❡✈❡♥ ♠♦r❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t st♦r✐♥❣ t❤❡ ❧✐sts ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ s♦rt❡❞ ❛rr❛②s ✭❈✰✰ st❞✿✿✈❡❝t♦r✮ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡
♦❢ ❉❡❧❴❣r❛♣❤ ❜② ✺ t♦ ✶✵✪✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲str✉❝t✉r❡❞
st❞✿✿s❡t✳
▲✐♥❡ ✶✶ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤
✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✿ t♦ r❡❞✉❝❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛r❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺ ❛♥❞ ✻❀ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✻✱ ♦♥❡ ✐s
❛❜❧❡ t♦ ❞✐✈✐❞❡ s♣❛❝❡ ✉s❛❣❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✵✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t
✇❡ ❣❡t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡t ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r
♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✳ ❲❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ ❛✛❛✐rs t♦ t❤❡ ♥♦♥
❛❞❛♣t❡❞ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈✰✰ ❧✐❜r❛r② ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✭st♦r✐♥❣
♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡✇❤❛t s❤♦rt ❧✐sts ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✬ ♥❡✐❣❤❜♦rs✮✳
▲✐♥❡s ✶✷ ❛♥❞ ✶✸ s❤♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ d✲s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞
❡❞❣❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s✳
✺✳✸ ▼❡♠♦r② ✉s❛❣❡
❲❡ ✜① ❛ s❡t P ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ Rd ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦r❡
D(P ) ❛♥❞ G(P )✱ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛✲str✉❝t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
✶✹
♣♦✐♥t❡rs ♦❝❝✉♣② ♦♥❡ ✇♦r❞ ♦❢ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❧❡ ♥✉♠❜❡rs ✭❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ♦❝❝✉♣②
t✇♦ ✇♦r❞s✳
▼❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❢♦r st♦r✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧✐st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❛ ❧✐st ♦❢ d✲s✐♠♣❧✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡
st♦r❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐st ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② st♦r❡s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ ❛♥ ❛❞❥❛✲
❝❡♥t s✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r st♦r✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✐s t❤❡♥ n(2d+1)✳
❊❛❝❤ s✐♠♣❧❡① r❡❝♦r❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ st❛t❡ ✢❛❣✱ d + 1 ♣♦✐♥t❡rs t♦ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞
d+1 ♣♦✐♥t❡rs t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝❡s✳ ▲❡t ❙✐♠♣(P ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥D(P )✳ ❚❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❡♥ r❡q✉✐r❡s (2d+3) ❙✐♠♣(P )
❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✐s n(2d + 1) + (2d + 3) ❙✐♠♣(P ) ✳
❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ st♦r❡s ❛♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t❡r ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢
♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❋♦r s♣❡❡❞✱ ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡① ❛❧s♦ st♦r❡s t❤❡ d + 1 ✐♥t❡❣❡r
✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ✈❡rt❡① ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✳✶✵✱ t❤✉s t♦t❛❧✐♥❣ n(2d+2)+(3d+
4) ❙✐♠♣(P ) ✇♦r❞s ♦❢ ♠❡♠♦r②✳
▼❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❢♦r st♦r✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❢♦r
❉❡❧❴❣r❛♣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
n(3d + 1) + 2 ❊❞❣❡(P ) + (2d + 5)⑤❈❛❝❤❡⑤ ✱ ✇❤❡r❡ ⑤❈❛❝❤❡⑤ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❛❧❧♦✇❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧✐❝❡s✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤♦✉❣❤✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❧♦♦❦✉♣
✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ✭✇❡ ✉s❡ ❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❞✿✿s❡ts t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳ ✭❚❤❡
❣❝❝ ❧✐❜st❞❝✰✰ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡s r❡❞✲❜❧❛❝❦ tr❡❡s✳✮
❈●❆▲❴❉❚ ❈❞❞❢✰ ❍✉❧❧ ◗❤✉❧❧ ◆❡✇❴❉❚ ❉❡❧❴❣r❛♣❤
✺❉✱ ✷❑ ♣♦✐♥ts t✐♠❡✭s✮ ✶✵✸✹ ✶✸✹✾✹ ✶✼ ✸✳✷ ✶✵✳✼ ✺✽
s♣❛❝❡✭▼❇✮ ✸✸✽ ♥✳❛✳ ✷✹✺ ✺✷ ✷✵✳✼ ✶✵✳✶
✺❉✱ ✸✷❑ ♣♦✐♥ts t✐♠❡✭s✮ s✇❛♣ s❧♦✇ ✺✷✼✳✹ ✼✻ ✷✹✷✳✺ ✶✹✻✸✳✹✻
s♣❛❝❡✭▼❇✮ s✇❛♣ ♥✳❛✳ ✽✹✹ ✾✼✸ ✸✽✻✳✻ ✶✵✻
✻❉✱ ✸✷❑ ♣♦✐♥ts t✐♠❡✭s✮ s✇❛♣ s❧♦✇ s✇❛♣ s✇❛♣ ✸✹✼✷✳✺✹ ✷✽✷✾✻
s♣❛❝❡✭▼❇✮ s✇❛♣ ♥✳❛✳ s✇❛♣ s✇❛♣ ✷✼✸✻ ✷✻✼
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ ✏s✇❛♣✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❛♥ ♦✉t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡ss ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ ✏s❧♦✇✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥
❡st✐♠❛t❡❞ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✇❡❡❦s ♦r ♠♦r❡✳
Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ✻❉✱ ❢♦r ✸✷❑ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐❝❡s ✐♥ D(P ) ✐s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✷✳✷ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①
❤❛s ❛❜♦✉t ✶✻✷ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t st♦r✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
✸✷❑ ✻❉ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts t❛❦❡s r♦✉❣❤❧② 15 109 × n ✇♦r❞s ❝♦♠✲
✶✵ ❚❤❡ ♠✐rr♦r ✈❡rt❡① v′ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① v ∈ σ ✭σ ❜❡✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡①✮ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡
s✐♠♣❧❡① σ′ s✉❝❤ t❤❛t σ ∪ σ′ = (σ ∩ σ′) ∪ {v} ∪ {v′}✳
✶✺
♣❛r❡❞ t♦ 183×n ✇♦r❞s ❢♦r st♦r✐♥❣ t❤❡✐r ❉❡❧❛✉♥❛② ❣r❛♣❤ ✭✐❢ ✇❡ ❞♦♥✬t t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❝❤❡✮✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ✽✷✳✸ t❤❛t ♦✉r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❡❧❴❣r❛♣❤ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ ❧✐tt❧❡ ❢❛r ❢r♦♠ ✭✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❛t✐♦
♦❢ ✶✵✮✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❧❡❛❞s ✉s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡♠♦r②✲✉s❛❣❡ r❛t✐♦ ✐♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✷ t♦ ✺✿ ✶✳✹✻ ✐♥ ✷❉✱ ✷✳✻✺ ✐♥ ✸❉✱ ✼ ✐♥ ✹❉ ❛♥❞ ✷✷✳✽ ✐♥ ✺❉✳
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ◆❡✇❴❉❚✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✈❛r✐❛♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ✉s❡s ❛ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡ ❛♥❞ ❦❡❡♣s ♦♥❧②
t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✿ ❉❡❧❴❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ◆❡✇❴❉❚ ❝♦❞❡ ✐s ❢✉❧❧② r♦❜✉st
❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ◆❡✇❴❉❚
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✉♣ t♦ ✻✳ ❲❡ ❛r❡
❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❡s❤✐♥❣ ✐♥ ✻❉ ♣❤❛s❡✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❡♥❡s ✐♥ ✸❉✲s♣❛❝❡✲t✐♠❡✳ ❘❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ♣❛♣❡rs✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s✐♥❣ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✼✱ ✽✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ■♥
t❤❡s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ r❡✈❡rt t♦♦ ♦❢✲
t❡♥ t♦ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐st ❬✽❪ ❜✉t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ ♦✉r d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❦❡r♥❡❧✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❉❡❧❴❣r❛♣❤✱ s❡✈❡r❛❧
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✿ ✜rst t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✲❝❛❝❤❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥
t❤❡ r✉♥♥✐♥❣✲t✐♠❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝✐r❝✉♠s♣❤❡r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛❝❤❡❞✲s✐♠♣❧❡① s♦ ❛s t♦ s♣❡❡❞ ✉♣
t❤❡ ✐♥❴s♣❤❡r❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐♥♣✉t
♣♦✐♥ts ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♦rt✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t
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❬✶✽❪ ●✳ ❏✐♥ ❛♥❞ ❏✳ ▼❡❧❧♦r✲❈r✉♠♠❡②✳ ❙❋❈●❡♥✿ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡s ❜② r❡❝✉rs✐♦♥✳ ❆❈▼
❚r❛♥s✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❢t✇✳✱ ✸✶✭✶✮✿✶✷✵✕✶✹✽✱ ✷✵✵✺✳
❬✶✾❪ ▼✳ ❑❛❧❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ❉✳ ❚❤❛❧♠❛♥♥✳ ❙t❛r✲✈❡rt✐❝❡s✿ ❆ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ♣❧❛♥❛r ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●r❛♣❤✐❝s
❚♦♦❧s✱ ✻✿✼✕✶✽✱ ✷✵✵✶✳
❬✷✵❪ P✳ ❑✉♠❛r ❛♥❞ ❊✳ ❆✳ ❘❛♠♦s✳ ■✴❖✲❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛✲
❣r❛♠s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ▼❛① P❧❛♥❝❦ ■♥st✐t✉t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐❦✱ ❙❛❛r❜rü❝❦❡♥✱
✷✵✵✷✳
❬✷✶❪ ▼✳ ▼❛❝✐❡❥❡✇s❦✐✱ ❙✳ ❈♦❧♦♠❜✐✱ ❈✳ ❆❧❛r❞✱ ❋✳ ❇♦✉❝❤❡t✱ ❛♥❞ ❈✳ P✐❝❤♦♥✳
P❤❛s❡✲s♣❛❝❡ str✉❝t✉r❡s ■✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✻❉ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t♦rs✳
❤tt♣✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴✵✽✶✵✳✵✺✵✹✈✶✱ ❖❝t✳ ✷✵✵✽✳
❬✷✷❪ ❑✳ ▼✉❧♠✉❧❡②✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✿ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❚❤r♦✉❣❤ ❘❛♥✲
❞♦♠✐③❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ✶✾✾✹✳
❬✷✸❪ ❲✳ ❊✳ ❙❝❤❛❛♣✳ ❉❚❋❊✿ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❚❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❊st✐♠❛t♦r✳ P❤❉
t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●r♦♥✐♥❣❡♥✱ ✷✵✵✼✳ ❤tt♣✿✴✴✐rs✳✉❜✳r✉❣✳♥❧✴♣♣♥✴
✷✾✽✽✸✶✸✼✻✳
❬✷✹❪ ❏✳ ❘✳ ❙❤❡✇❝❤✉❦✳ ❚r✐❛♥❣❧❡✿ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛ 2❞ q✉❛❧✐t② ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t♦r✳ ■♥ ❋✐rst ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
●❡♦♠❡tr②✳ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡r②✱ ▼❛② ✶✾✾✻✳
✶✽
❆ ▼♦r❡ ♦♥ s♦rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts
❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡ C ✉s✉❛❧❧② ❝♦✈❡rs t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡ [0, 1]d ⊂ Rd
❛♥❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡✐♥ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧
l ∈ N ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ tr❡❡ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ✭♣♦❧②❧✐♥❡✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
Cl ♦❢ C ✱ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s r❡❣✉❧❛r❧② s♣❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ C ✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣♦❧②❧✐♥❡ ❛t ❧❡✈❡❧ l ❝❛♥
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ Ol ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts
{2−l(x1, x2, . . . , xd) | ∀i ∈ [1..d], xi ∈ [0..2l)}
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ l1 ♦r l2 ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ Ol ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②
2−l ✭❛ ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ❝✉r✈❡ Cis ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮✳
❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥②✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡ ✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② ❉✳ ▼♦♦r❡✳✶✶ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞✉❡ t♦ ❇✉t③ ❬✾❪✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐✷❝ ✶✷ t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ n✲t❤
♣♦✐♥ts ✐♥ Rd ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ Cl✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐✷❝ ❛r❡
d t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡✱
l t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞
n t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ Ol✳ ❲❡ ❤❛✈❡ 0 ≤ n < 2
dl✳
■❢ |P | ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ s♦rt❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✱
✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ❧❡✈❡❧ l s✉❝❤ t❤❛t |P | ≤ 2dl✳ ❖✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤✐❧❜❡rt❴s♦rt❴❞
❢♦r s♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts t❛❦❡ t✇♦ r❛♥❣❡s ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst r❛♥❣❡ ✐s
t❤❡ s❡t P ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ s♦rt❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❛♥❣❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧
[✐❞①, ✐❞① + ✇✐❞t❤) ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ [0..2dl)✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇✐❞t❤ ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦✱
❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② |P | ≤ ✇✐❞t❤ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r l ✐s ❛❧s♦ ♣❛ss❡❞ ❛s ❛
❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❤✐❧❜❡rt❴s♦rt❴❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❤✐❧❜❡rt❴s♦rt❴❞(P, 0, 2dl)✳
❤✐❧❜❡rt❴s♦rt❴❞(P, ✐❞①, ✇✐❞t❤) ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✜✈❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿
✶✳ ■❢ |P | < 2 t❤❡♥ st♦♣✳
✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ pa = ✐✷❝(d, l, ✐❞① + ✇✐❞t❤/2 − 1)
❈♦♠♣✉t❡ pb = ✐✷❝(d, l, ✐❞① + ✇✐❞t❤/2)
✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ axis ∈ [1..d] ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❛①✐s ♦❢ Rd ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s ♦❢ pa ❛♥❞ pb ❞✐✛❡r✳ ❯s❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
t♦ ♦r✐❡♥t t❤❡ axis✳
✹✳ ❘❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ❛rr❛② ♦❢ ♣♦✐♥ts P ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
✜rst ❤❛❧❢ P1 ♦❢ P ❤❛✈❡ t❤❡✐r axis✲t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❧♦✇❡r
✶✸ t❤❛♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ P2✳ ❲❡ ✉s❡ st❞✿✿♥t❤❴❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✳
✶✶ ❍♦♣❡❢✉❧❧②✱ ②♦✉ ♠❛② ✜♥❞ ❉♦✉❣ ▼♦♦r❡✬s ♥♦t❡s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❡r❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇❡❜✳❛r❝❤✐✈❡✳
♦r❣✴✇❡❜✴✯✴✇✇✇✳❝❛❛♠✳r✐❝❡✳❡❞✉✴⑦❞♦✉❣♠✴t✇✐❞❞❧❡✴
✶✷ ✐✷❝ st❛♥❞s ❢♦r ✏✐♥❞❡① t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✑✳
✶✸ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ axis ❤❛s ❜❡❡♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳
✶✾
✺✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝❛❧❧ ❤✐❧❜❡rt❴s♦rt❴❞(P1, ✐❞①, ✇✐❞t❤/2) ❛♥❞ ❤✐❧❜❡rt❴s♦rt❴❞(P2, ✐❞①+
✇✐❞t❤/2, ✇✐❞t❤/2)✳
❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✐✷❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❋♦r ❛❧❧ ✇✐❞t❤ = 2k, k ∈ [1..dl)✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐❞① = ✇✐❞t❤ ∗ r, r ∈ [0..2dl−k)✱ ❧❡t
axis ❜❡ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ st❡♣ ✭✹✮ ❛❜♦✈❡✳ ▲❡t Pa = {✐✷❝(d, l, ✐❞① + n)|n ∈
[0..✇✐❞t❤/2)} ❛♥❞ Pb = {✐✷❝(d, l, ✐❞①+ n)|n ∈ [✇✐❞t❤/2..✇✐❞t❤)}✳ ❚❤❡♥ t❤❡
s❡ts Pa ❛♥❞ Pb ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t❤❡ t❤❡ axis✲t❤
❛①✐s✳ ❲❡ ♦♠✐t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t✳
❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ P ❛❧♦♥❣ t❤❡ axis✲t❤ ❛①✐s
✐♥ st❡♣ ✭✹✮ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✏❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✑ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣ ❝✉r✈❡ C ✿
✇❡✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜② r❡❝✉rs✐✈❡❧② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦✉r ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ axis✲t❤ ❛①❡s✳
◆♦t❡ ❤♦✇✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ C ♦♥❧② ❝♦✈❡rs t❤❡ ✉♥✐t ❝✉❜❡ [0, 1]d✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
s♦rt ❛♥② ♣♦✐♥t s❡t ❜② ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐✷❝✳ ■♥❞❡❡❞✱
❤✐❧❜❡rt❴s♦rt❴❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣❧② s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣♦✐♥ts ♣r✐♦r t♦ t❤❡ s♦rt✐♥❣✳ ❖♥❧② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s
♣❡r♠✐ts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦✉r s♦rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r t②♣❡s
✭❡✳❣✳✱ ✐♥t❡❣❡rs ♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡①❛❝t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t②♣❡s✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦rt n ♣♦✐♥ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✱
✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ st❞✿✿♥t❤❴❡❧❡♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳
✷✵
